
REVUE DES INEGALITES VALIDES PERTINENTES AUX
PROBLEMES DES CONCEPTION DE RESEAUX

MERVAT CHOUMAN

Departement d'informatique et recherche operationnelle et
Centre de recherctie sur les transports

Universite de Montreal.
C.P6128. succursate Centre-ville. Montreal. CANADA H3C 3J7

courriet: mervat@crt.umontreal.ca

TEODOR GABRIEL CRAINIC

Departement de management et technologie
Universite du Quebec a Montreal

et

Centre de recherche sur les transports
Universite de Montreal.

C.P.6128. succursale Centre-ville. Montreal, CANADA H3C 3J7
courriei: theo@crt.umontreal.ca

BERNARD GENDRON

Departement d'infonnatique et recherche operationnelle et
Centre de recherche sur les transports

Universite de Montreal,
C.P.6128. succursale Centre-vitle, Montreal. CANADA H3C 3J7

courriel: bemard@crt.umontreal.ca

RESUME

L'objectif de cet article est dc presenter une revue de la litterature portant sur les inegalites valides
pertinentes au probleme de conception de reseaux muitiproduits avec cout fixe ct capacite. Nous
passons d'abord en revue les principaux travaux portant sur des methodes de relaxations et des
heuristiques. Nous constatons que ces methode.s seules ne sont pas suffisantes pour resoudre des
exemplaires de grande taiile du probleme. Une combinaison de ces methodes avec des approches
polyedrales apparait pourtant prometteuse. Par la suite, nous presentons trois grandes classes
d'inegalites valides pertinentes au probleme, qui ont ete etudiees pour des problemes apparentes.
Nous presentons egaiement des resultats experinientaux utilisant les implantations generales dc ces
inegalites dans un logiciel sophistique. Ces resultats montrent clairement la necessite d'entreprendre
une etude approfondie des proprietes polyedrales du probleme afin de resoudre efficacement des
exemplaires de grande taille.

Mots-cles : Inegalites valides, conception de re.seaux muitiproduits avec capacite, proprietes
polyedrales, methodes de relaxations, heuristiques, methode.s polyedrales.

ABSTRACT

The objective of this paper is to present a survey of relevant valid inequalities for the multi-
commodity capacitated fixed-charge network design problem. We present first a review of the
relevant literature on relaxations and heuristic approaches. We observe that these approaches alone
are not sufficient to solve large-scale instances of the problem. However, a combination of these
approaches and polyhedral methods appears very promising. Then, we present three classes of
relevant valid inequalities for the problem that have been studied for related problems. We present
as well experimental results on the general implementations of some of these inequalities in a
state-of-the-art commercial software. These experiments point towards the necessity of profound
polyhedral studies in order to solve efficiently large-scale instances of the problem.

Keywords: Valid inequalities, multicommodity capacitated network design, polyhedral studies,
relaxations, heuristic approaches, polyhedral methods.
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1. INTRODUCTION

Les modeles de conception de reseaux sont largement utilises pour representer une grande
variete d'applications dans differents domaines, notamment le transport, les telecommunications,
la logistique et les systemes de production-distribution (Magnanti et Wong 1984, Minoux
1989). Dans le domaine du transport, en particulier, les modeles de conception de reseaux cou-
vrent la hierarchie complete de la planification, que ce soit au niveau strategique, tactique ou
operationnel (Crainic et Laporte 1997). Sommairement, le probleme de conception de reseaux
consiste a construire un reseau pennettant de transporter a un cout minimal la demande req-
uise entre des paires origines-destinations. Dependemment de I'application, afin de satisfaire
la demande, la construction du reseau se fait soit en choisissant un sous-ensemble d'arcs (ou
de noeuds) dans le graphe sous-jacent au reseau, soit en installant des capacites additionnelles
sur les arcs. A chaque decision (choix ou installation) est associee un coGt fixe.

Les modeles de conception de reseaux sont generalement representes par des formulations
de programmation lineaire en nombres entiers incluant des variables continues ("mixed integer
programming", ou MIP) representant ainsi a la fois Ies decisions de choix ou d'instailation et le
transport de la demande a travers le reseau. Us sont NP-difficiles. De plus, outre leur caractere
fortement combinatoire, ces modeles sont souvent de tres gritnde taille. Dans la plupart des
cas. ces modeles incluent egalement un fiot a plusieurs types de produits et Ies arcs sont munis
de capacites, augmentant ainsi le niveau de complexite du probleme.

Typiquement, les modeles MIP sont resolus d'une maniere exacte par des algorithmes
de programmation lineaire (tel le simplexe) combines avec des methodes de separation et
evaluation progressive ("branch-and-bound", ou B&B). Toutefois, etant donne la complexite
de ces modeles, seulement des instances de petite taille peuvent etre resolues efficacement
en un temps raisonnable. Etant donne que I'efficacite des methodes de B&B repose sur la
possibilite de generer efficacement des bomes de qualite sur la valeur optimale, les chercheurs
se sont interesses aux methodes polyedrales, qui permettent d'ameliorer les bomes calculees
par les algorithmes de programmation lineaire. La philosophie de ces methodes est d'ajouter
de l'infonnation au modeie dans le but de l'ameliorer. L'amelioration du modeie se traduit par
I'ajout de contraintes lineaires (inegalites valides, ou IV) qui sont redondantes dans le modeie
original, mais qui permettent d'ameliorer les bomes obtenues a partir de ses relaxations.

La difficulte majeure de l'approche polyedrale reside dans I'identification des ensembles
(ou families) d"IV. A cette fin. une etude poussee des proprietes polyedrales du modeie est
necessaire. Au cours des vingt dernieres annees, plusieurs etudes polyedrales ont ete effectuees
sur des modeles difficiles connus dans la litterature; ainsi, des resultats theoriques et des families
d'lV pour des problemes .specifiques ont ete proposes dans plusieurs articles. Par la suite, ces
families d'lV ont ete utilisees pour developper des algorithmes pour Ie probleme initial. Elles
ont ete egalement adaptees pour d'autres formulations.

Le but principal de cet article est de presenter une revue de trois grandes families d'lV
proposees dans la litterature, et qui sont pertinentes au probleme de conception de reseaux
multiproduits avec cout fixe et capacite (ou PCMC, que nous presentons a la section 2.1),
dont la formulation permet de representer un grand nombre d'applications. Ainsi, plusieurs
families d'lV ont ete etudiees pour des structures particulieres que nous pouvons identifier a
des relaxations du PCMC. La pertinence de ces families d'lV pour le PCMC est due au fait
qu'une inegalite valide pour une relaxation du probleme est egalement valide pour le probleme
lui-meme. Par ailleurs, il y a eu plusieurs etudes polyedrales portant sur des problemes de
conception de reseaux apparentes au PCMC. Plus precisement. nous traitons des problemes
de localisation et des problemes d" installation sur les arcs, ou "network loading" (que nous
presentons aux sections 2.3.1 et 2.3.2). De ces contributions, nous degageons les trois grandes
families d'lV suivantes (que nous etudions a la section 4): les inegalites de couverture, les
inegalites de couverture de not et les inegalites basees sur des coupes. Mentionnons qu'a notre
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connaissance. aucune etude des proprietes polyedrales du PCMC n'a ete publiee k ce jour. Le
present article, qui se veut essentiellement une revue des proprietes polyedrales des modeles
apparentes au PCMC, constitue done un premier jalon vers I'elaboration d'une etude plus
detaillee des proprietes polyedrales du PCMC.

Remarquons que la plupart des IV presentees dans cet article ont ete incorporees dans des
logiciels commerciaux de MIP. Dans ce contexte, il est naturel de se poser la question suivante:
les implantations generales des IV en question, proposees par ces logiciels commerciaux, sont-
elles suffisantes pour resoudre efficacement des exemplaires de grande taille du PCMC? Nous
illustrons par des resultats numeriques obtenus avec un logiciel de MIP (CPLBX 2000) que les
implantations generales des IV ne semblent pas suffisantes pour resoudre des exemplaires de
grande taille du PCMC,

Cet article est organise comme suit. Dans la section 2, nous presentons une formulation
du PCMC, ainsi que les differentes methodes utilisees pour Ie resoudre. et nous decrivons
des cas particuUers pertinents a notre etude, soit les problemes de localisation et les problemes
d'installation sur les arcs. La section 3 est consacree a la presentation des approches polyedrales.
Des families d'lV etudiees dans la litterature sont presentees a la section 4. Dans la section 5,
nous montrons des resultats expedmentaux sur les implantations generales de certaines families
d'lV par le logiciel CPLBX. Nous terminons cet article par une conclusion qui souleve quelques
questions importantes donnant naissance a des voies de recherche.

2. LE PROBLEME DE CONCEPTION DE RESEAUX MULTIPRODUITS
AVEC COUT FIXE ET CAPACITE (PCMC)

Dans cette section, nous decdvons d'abord la formulation du PCMC, puis nous presentons une
revue de la litterature portant sur ies methodes de resolution pour le probleme, et enfin nous
presentons deux classes de modeies apparentes au PCMC, soit les modeles de localisation et
les modeles d'installation sur les arcs, pour lesquels plusieurs etudes portant sur les IV ont ete
publiees a ce jour.

2.1 Formulation du PCMC
Le PCMC est defini sur un graphe G ^ iN,A), oCi N est l'ensemble des noeuds et A est
l'ensemble des arcs, dans lequel circulent plusieurs produits. Pour simplifier la presentation,
on considere que chaque produit correspond a une paire odgine-destination. Denotons P
l'ensemble des produits, ou paires odgine-destination. Pour cbaque produit p e P nous
distinguons son odgine O(pX sa destination D(p) et la quantite dP >0k transporter de 0(p) a
D(p). Tout noeud different de I'odgine et de la destination est un noeud de transfert: il rejoit
et transmet la meme quantite de flot du produit p.

A chaque arc (ij) £ A sont associees plusieurs quantites :

- Uij : capacite globale sur la quantite de flot pouvant circuler sur Tare ;
- b'lj : capacite partielle sur la quantite de fiot de produit p pouvant circuler sur Tare

(dans beaucoup d'applications, ces capacites sont redondantes, et on pose alors If- —
{d''}j

- /y ; cout fixe qui est encouru des qu'un flot d'un produit quelconque traverse Tare (ij) ;
- cj : cout de transport par unite de flot de produit p traversant Tare.

Le probleme consiste a satisfaire les demandes de tous les produits de fa^on a minimiser
la somme des coQts de transport et des couts fixes, tout en respectant les capacites. Nous
introduisons deux types de vadables afin de modeliser le probleme :

- x(j : des vadables continues, qui representent la quantite de flot de produit ;; circulant sur
I'arc (iJ) ;



M. CHOUMAN, T.G. CRAINIC ET B. GENDRON

_Vy : des variables binaires. qui representent les decisions de conception pour chaque arc
(i,j) ; ainsi

0, si xf. = O,Wpe F,

1, smon.

Le PCMC est alors formule comme suit (en introduisant la notation A^̂ (/) — {] ^N\ (i,j) G A}

sujet a :
f dP s i i ^ 0(p),

cj; = I -df si / - Dip), V/ e /V, V/7 e P, (2)
[ 0 sinon.

<blyij,W(iJ)eA,WpeF, (4)

fj > 0, V(i J-) e A, V/7 e P, (5)

0<> 'y< l , V(/J)6A, ' (6)

(f,7)€A. (7)

Les contraintes (3) et (4) sont identifiees comme etant les contraintes liantes, parce qu'elles
lient entre elles les variables continues et les variables entieres pour assurer que le flot soit
nul sur I'arc ((,_/) dans le cas oiJ >'y = 0, c'est-a-dire lorsque Tare (i,j) n'est pas present dans
la structure du reseau. De plus, les contraintes (3) lient les produits entre eux, assurant que
la .somme des flots de tous les produits sur chaque arc ne depasse pas la capacite globale de
I'arc. Notons que, dans le cas oij les capacites partielles sont redondantes. les contraintes (4)
sont inutiies, et peuvent done etre eliminees. Le modele resultant est appele formulation faible.
Toutefois. a cause de la presence des variables binaires au sein des contraintes (4), ces demieres
ne sont pas redondantes pour la relaxation lineaire, ce qui permet d'ameliorer Ia qualite des
bomes issues de la relaxation lineaire. Par consequent, le modele obtenu en conservant les
contraintes (4) est appele formulation foiie.

Le PCMC est NP-difficile (Krarup et Pruzan 1983 ont demontre que le probleme de locali-
sation sans capacite, qui represente un cas particulier du PCMC, est un probleme NP-difficile).
Outre la complexite theorique prouvee. la difficulte a resoudre ce probleme revient, en partie, a
sa nature fortement combinatoire, alliee a la tres grande taille des applications reelles. De plus,
les contraintes (3) iient entre eux les produits, rendant ainsi le probleme non decomposable
par produit. Lorsque les capacites globales (3) sont tres contraignantes, une autre difficulte
s'impose: 1'approximation du modele MIP par sa relaxation lineaire est generalement mediocre.
Ceci est du, en particulier, a la mauvaise representation des liens entre les capacites et les couts
fixes dans l'objectif de la relaxation lineaire. De plus, le probleme de multiflot a cout min-
imum avec contraintes additionnelles, obtenu de Ia relaxation lineaire, est generalement difficile
a resoudre par des methodes traditionnelles en programmation lineaire, particulierement lorsque
le nombre de produits est eleve: le probleme devient extremement degenere. lors de Tapplication
de la methode du simplexe (Crainic, Frangioni, Gendron 2001). Etant donne la relative mau-
vaise qualite des bomes inferieures issues de la relaxation lineaire du probleme avec capacite,
les methodes de resolution basees sur les relaxations lineaires, qui sonl generalement tres
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utilisees dans le cas des modeles MIP, ne sont plus interessantes lorsqu'appliquees directement
sur cette formulation. Pour cette raison, une amelioration de la formulation via l'ajout d'lV
parait importante pour resoudre !e probleme.

2.2 Methodes de resolution pour le PCMC
Avant de passer en revue les methodes de resolution pour le PCMC, il convient de souligner
que le cas particulier du probleme oH il n'y a aucune capacite est beaucoup plus simple a
resoudre. Dans le cas sans capacite, on peut definir les formulations faible et forte de la
maniere suivante. La formulation faible est obtenue en posant Wy = Ylpep^'' ^^ ^^ eiiminant
les contraintes (4), alors que la formulation forte revient a poser b^j — d^" et k eilminer les
contraintes (3). Le probleme sans capacite (PCMS) a genere quelques travaux portant sur le
developpement d'algodthmes efficaces de resolution (voir la bibliographie de Balakdshnan,
Magnanti et Mirchandani 1997). Le succes de certains algodthmes est du au fait que la
relaxation lineaire forte du PCMS fournit une bonne approximation du probleme. I! a ete
demontre que le polytope de la relaxation lineaire possede la propriete de quasi integralite
(Hellstrand, Larsson et Migdalas 1992), dans le sens ou chaque arete de I'enveloppe convexe
des points entiers est aussi une arete du polytope lui-meme. Cette propdete ne tient pas pour
la fomiulation faible du probleme.

Parmi les metbodes de resolution efficaces qui ont ete developpees pour le probleme sans ca-
pacite, on retrouve la procedure duale-ascendante de Balakrishnan, Magnanti et Wong (1989),
et l'heuristique lagrangienne proposee par Holmberg et Hellstrand (1998). La procedure de
Balakdshnan, Magnanti et Wong (1989) est une generalisation de la procedure duale ascen-
dante, DUALOC, con^ue par Brlenkotter (1978) pour le probleme de localisation sans capacite,
que nous allons presenter dans la section suivante. Elle consiste a ajuster les valeurs des mul-
tiplicateurs dans le but d'augmenter la valeur de l'objectif du dual de la relaxation forte du
probleme. Holmberg et Hellstrand (1998) ont propose de resoudre une relaxation lagrangienne
(par rapport aux contraintes de conservation de Hot) avec une heudstique pdmale pour trouver
une solution realisable du probleme. Les resultats expedmentaux dans les deux travaux ont
demontre I'efficacite de ces deux methodes a resoudre des problemes de grande taille.

Avant 1990, peu de travaux ont porte sur Ie PCMC. Tout d'abord, il semblait naturel d'adapter
la procedure duale-ascendante de Balakdshnan, Magnanti et Wong (1989) pour resoudre
le PCMC, etant donne la qualite remarquable des resultats obtenus pour le probleme sans
capacite (1% a 4% de I'optimum sur des problemes de grande taille). Toutefois, les auteurs
mentionnent avoir obtenu des resultats beaucoup moins performants k cause de la faible qualite
de I'approximation foumie par la relaxation continue, et ces efforts ont ete abandonnes par la
suite (voir la tbese de doctorat de Balakdsbnan 1984).

A notre connaissance, le PCMC n'a fait I'objet d'aucune etude polyedrale. Par contre, il y
a eu dans la litterature des etudes polyedrales effectuees pour une structure particullere que
nous retrouvons dans des relaxations du PCMC. Cette structure est celle du noeud-seul, ou
"single-node", qui a ete pdncipalement etudiee par Padberg, Van Roy et Wolsey (1985). Dans
cette etude, les auteurs ont developpe une famille d'lV (inegalite de couverture de fiot, ou
ICF, introduite a la section 4.3) pour la structure du noeud-seul ayant des bomes supedeures
sur les flots des arcs. Ensuite, I'lCF a ete adaptee par Van Roy et Wolsey (1986a) pour une
structure similaire a la premiere mais ayant en plus des bomes infedeures sur les flots. Par la
suite, Wolsey (1989) a generalise les inegalites trouvees dans les travaux cites precedemment
en une seule grande famille, celle des inegalites sous-modulaires. Stallaert (2000) a utilise les
inegalites developpees par Padberg, Van Roy et Wolsey (1985) pour resoudre des problemes
de PCMC a un seul produit.

Dans le but d'amellorer la qualite des bomes infedeures sur l'objectif, plusieurs cbercbeurs
ont tente differentes relaxations lagrangicnnes: Gendron et Crainic (1994, 1996), Holmberg et
Yuan (2000), Gendron, Crainic et Frangioni (1998), et Crainic, Frangioni et Gendron (2001).
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Cependant, Gendron et Crainic (1994) ont demontre que differentes relaxations du probleme
fournissent la meme borne, qui est egale a celle de la relaxation lineaire forte. En effet,
les sous-probi&mes obtenus des differentes relaxations lagrangiennes possedent la propriete
d'integralite. Comme toutes les bomes sont theoriquement egales, la comparaison entre les
differentes approches de relaxation se base done sur l'efficacite experimentale a resoudre les
sous-problemes, de meme qu'a calculer des directions de modification dans le dual lagrangien.

Gendron, Crainic et Frangioni (1998) ont etudie comment se comparent les relaxations
lineaires faible et forte, telles que resolues par un logiciel commercial de programmation
lineaire, et differentes approches de relaxations lagrangiennes. De meme, ils ont compare la
qualite de la solution realisable obtenue par une heuristique lagrangienne avec celle obtenue
avec une heuristique de recherche avec tabous con^ue par Crainic, Gendreau et Farvolden
(2000). Les resultats numeriques ont confinne la superiorite de la relaxation forte sur la
relaxation faible, ainsi que la superiorite de la solution realisable obtenue par la recherche avec
tabous sur celle obtenue par I'heuristique lagrangienne de decomposition selon les ressources.

Etant donne la difficulte du PCMC. plusieurs chercheurs ont tente des approches heuristiques
afin de trouver une solution realisable de qualite fournissant ainsi une borne superieure sur
l'objectif. Crainic, Gendreau et Farvolden (2000) et Ghamlouche. Crainic et Gendreau (2001)
ont propose des methodes dc recherche avec tabous. Hernu (2001) a propose une heuristique
basee sur des methodes de programmation mathematique. Les resultats numeriques dans les
trois travaux ont montre une performance relaiivement bonne pour les problemes de tailie
moyenne. Pour les problemes de grande taille, il est difficile d'evaluer les performances de ces
heuristiques en raison du fait que les solutions optimales, ou meme des bomes inferieures de
qualite, ne sont pas connues pour ces prohlemes.

2.3 Modeies apparcntes au PCMC
Plusieurs modeles apparentes au PCMC, et qui en constituent des cas particuHers, ont ete
largement etudies dans la litterature, notamment le probleme de I'arbre sous-tendant minimal,
le probleme du plus court ehemin et le probleme de multiflot a cout minimum. D'autres cas
apparentes au probleme, plus difficiles que ceux que nous venons de citer, ont genere beaucoup
de travaux. Pour une revue complete et detaillee, voir Magnanti el Wong (1984), Minoux (1989),
Ahuja et al, (1995), Nemhauser et Wolsey (1988), ainsi que ia bibliographie de Balakrishnan,
Magnanti et Mirchandani (1997). Nous presentons dans les prochaines sections deux classes de
modetes apparentes : les problemes de localisation et les problemes d'installation sur les arcs
("network loading"). Nous nous interessons particulierement a ces deux classes parce qu'elles
ont genere des etudes polyedrales, qui pourraient etre exploitees pour resoudre le PCMC.

2.3.1 Problemes de localisation
Dans cette section, nous presentons des problemes discrets de localisation simple a un niveau,
ou "simple plant location problem". Nous nous interessons precisement a ce type de problemes
parce qu'ils sont des cas particuliers du PCMC. Ces problemes consistent generalement a
determiner un sous-ensemble optimal de sites, choisis parmi un ensemble fini de sites potentiels
pour I'installation de depots, permettant de satisfaire la demande de clients. L'objectif dans ce
type de problemes est de minimiser les couts totaux de transport de produits et les coflts fixes
relies a I'installation des depots. La formulation d'un probleme de localisation est definie sur
un graphe G = {N,A) oil N est l'ensemble de noeuds et A est i'ensemble des arcs. Les noeuds
dans le graphe representent les sites potentiels possibles pour Timplantation des depots et les
clients a servir. Done, soient I C N et J C N les ensembles des noeuds qui representent les
clients et les sites respectivement (notons que A QI x J).

Le modele MIP de localisation multiproduits avec capacite, ou PLC, est le suivant:
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sujet a :
xPj < min {uj,df}yj, V(/,;) G A, V;? G P, (8)

^ ^ ; - < , V / e / , V/.GF. (9)

E ^ ^ / ^ / ' V / e y , (10)

v,e{o,i}, Vyey, (li)

fj > 0, WJ) G A, V/7 G P, (12)

- fj : cout d'installation du
- Uj : capacite du depot j ;
- df : demande du client ( pour le produit p ;
- yj : variable de localisation liee au depot 7 (_y/ — 1 si un depot est instalie au site / et

Vy — 0 sinon) ;
- xfj : quantite de flot de produit p desservie par le depot / pour le client /.

Le modele ainsi introduit represente la formulation forte du probleme parce qu'il contient
Ies contraintes redondantes (8). Dans le cas oiJ ces contraintes sont eiiminees, on obtient la
formulation faible du probleme. La difference entre les deux formulations est que la relaxation
lineaire de la formulation forte donne une meiileure approximation que celle de la formulation
faibie.

On obtient le modele de localisation sans capacite, PLS, dans le cas oii

Les contraintes (8) sont alors remplacees par les contaitites:

et les contraintes (10) peuvent etre eiiminees parce qu'elles sont redondantes.
Le modele de localisation est un cas particulier du modele de conception de reseaux. Pour

s'en convaincre, il suffit d'introduire une super odgine S, foumissant au re.seau la totalite de la
demande et de la relier a chaque depot par un arc. Chaque arc de ce type est muni d'un cout
fixe de conception egal kfj. d'un cout de transport par unite de flot de produit p ega\ k c-̂ - = 0
et d'une capacite egale a Uj (bien sur. dans le cas oij les depots admettent des capacites). Bien
que le probleme de localisation soit un cas particulier du probleme de conception de reseaux
avec capacite, les travaux entrepds sur les deux problemes sont encore bien souvent peu relies.
Cela est du surtout a la structure speciale du premier: pour un ensemble fixe de depots choisi,
le probleme devient un probleme de transport.

Les problemes de localisation ont genere enormement de travaux depuis un certain nombre
d'annees. Les articles de Krarup et Pruzan (1983), Comuejols. Nemhau.ser et Woisey (1990),
Comuejols, Sddbaran et Thizy (1991). Conn et Comuejols (1990) ainsi que le livre de Mir-
chandani et Francis (1990) mettent en evidence l'ampleur et la diversite des travaux entrepds
pour resoudre ces problemes. Des algodthmes de resolution tres efficaces ont ete con^us pour
les problemes de localisation sans capacite. Mentionnons principalement la procedure duale-
ascendante, DUALOC, con^ue par Erienkotter en 1978, et qui est similaire a celie utilisee par
Bilde et Krarup (1977). DUALOC consiste pdncipalement a approximer la valeur optimale du
dual de la relaxation forte du probleme, tout en generant des solutions realisables de qualite. Le
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succes de cette procedure revient a ce que la relaxation forte foumit une bonne approximation.
Meme pour les instances ou cette propriete ne tient pas. Conn et Comuejols (1990) montrent
comment reduire le gap en utilisant des IV.

Malheureusement, pour les problemes avec capacite, Ia relaxation forte ne foumit plus une
aussi bonne approximation. Dans le but d'ameliorer la formulation du probleme de localisation
avec capacite, plusieurs chercheurs ont etudie les proprietes polyedrales du probleme afin de
generer des inegalites valides (Leung et Magnanti 1989, et Aardal, Pochet et Wolsey 1995).
Les IV etudiees sont principalement des generalisations et des adaptations de I'in^galite de
couverture de flot, que nous presentons a la section 4.3. Aardal, dans son article de 1998,
explique comment traiter les inegalites valides trouvees avec Tapproche des methodes de
coupes, que nous decrivons a la section 3.

2.3.2 Problemes d'installation sur les arcs
Les problemes d'installation sur les arcs, ou PIA, consistent a satisfaire a un cout minimal une
certaine demande de plusieurs types de produits. Pour satisfaire la demande, on a la possibilite
d'installer des capacites de plusieurs types sur les arcs. Soit L= {1,2,. . , j/,|} I'ensemble des
types de capacites qu'on peut installer et soit C/ la capacite de chaque type I e L. On suppose
que les C; sont des entiere tels que

Chaque type de capacite admet un cout d'installation par arc (i,j) denote/j. Tout comme le
PCMC, le PIA est defini sur un graphe G — (/V,A), oil N est l'ensemble des noeuds et A
est l'ensemble des arcs. D^notons P l'ensemble des produits, ou paires origine-destination. Le
PIA s'enonce alors comme suit:

sujet a :
• (2), (5),

ylj e N. V(( J-) e A, V/ e Z.,

ou
- xfj : des variables continues, qui representent la quantite de flot de produit /; circulant sur

Tare (ij) ;
- yjj: des variables entieres, qui representent le nombre d'unites du type de capacite / installe

sur Tare (ij) (N ^ {OA,...}).

Le PIA est un cas particulier du PCMC. Pour s'en convaincre, il suffit d'introduire, pour
chaque arc (iJ), YlieL\ c^—1 ^̂ ^̂  paralleles correspondant au flot maximum pouvant etre
desservi par chacun des L types de capacifes disponibles. A chaque arc {i,ji^, introduit pour
le type / et pour k e {1 , . . , f"^^^'- ' ]}, sont associes un cout fixe k x^jj, une capacite C' et
\P\ variables continues (.r^)'* representant le flot de produit p circulant sur I'arc {iJ)"'. Le PIA
est extremement difficile h resoudre. Magnanti et Mirchandani (1993) ont demonte que le PIA
ayant un seul type de capacite est un probleme NP- difficile et ce, meme dans le cas ou on
dispose d'une seule origine pour tous ies produits.

La maniere la plus naturelle de traiter ce probleme serait de resoudre sa relaxation continue.
Cependant. il a ete demontre theoriquement (Epstein 1998) et experimentalement (Magnanti,



INEGALITES VALIDES POUR LA CONCEPTION DE RESEAUX 13

Mirchandani et Vachani 1995) que la relaxation lineaire ne foumit pas une bonne approximation
du probleme, ce qui a amene les chercheurs a ameliorer la formulation du probleme en lui
ajoutant des inegalites valides. Afin d'etudier les proprietes polyedrales du probleme pour
pouvoir generer des inegalites valides, les chercheurs ont travaille sur des versions simplifiees
du probleme. La plupart des problemes etudies etaient soit a un seul type de capacite {\L\ - 1),
soit a plusieurs types de capacite qui sont des entiers multiples d'une certaine modularite (C;+i
est un entier multiple de C;,V/ e L). Magnanti et Mirchandani (1993) ont etudie le probleme
avec un seul type de produit et au plus trois types differents de capacites. Chopra, Gilboa et
Sastry (1998) ont derive de nouvelles inegalies pour le probleme a un seul produit et deux
types de capacites. Magnanti, Mircbandani et Vachani (1993. 1995) ont etudie le probleme
multiproduits avec deux types de capacites. Les inegalites valides trouvees pour ce probleme
vont etre presentees dans les prochaines sections. Ces inegaMtes ont ete generalisees par la suite
par Bienstock et Giinliik (1996) et incorporees dans une methodologie de resolution par Gunllik
(1999) pour le meme probleme. mais avec I'existence d'une certaine distribution Initiale de
capacite sur les arcs, des demandes directionnelles et des couts de transport. Barahona (1996)
montre comment utiliser les IV sur des relaxations du probleme PIA multiproduits avec un
seul type de capacite. Gabrel, Knippel et Minoux (1999) ont utilise des IV (les inegalites de
coupes qui sont presentees a la section 4.4) dans I'esprit d'une metbode de decomposition de
Benders (Benders 1962) pour resoudre d'une maniere exacte une generalisation du PIA. Le
probleme etudie admet toujours la possibilite d'installer differents types de capacites, le coQt
d'instailation sur chaque arc etant donne par une fonction en escalier discontinue croissante.

Recemment, il y a eu des etudes polyedrales effectuees sur des problemes plus generaux de
PIA comme le travail de Bienstock et Muratore (2000) sur le probleme avec des contraintes
de fiabilite (ce sont des contraintes supplementaires utilisees pour s'assurer que ia demande va
etre satisfaite dans le cas oti certains liens sont coupes dans Ie reseau construit), ou encore le
travail d'Atamturk (2000) sur le probleme multiproduits sans restriction sur les capacites.

3. APPROCHES POLYEDRALES

Considerons un modeie de programmation lineaire en nombres entiers. Nous savons qu'une
solution optimale a ce modeie est un point extreme de I'enveloppe convexe du domaine
realisable (Nembauser et Wolsey 1988). Si nous connaissions une description lineaire explicite
de I'enveloppe convexe du domaine realisable, le probleme serait resolu facilement par un
algorithme de programmation lineaire en variables continues. La description lineaire explicite
de I'enveloppe convexe se fait par I'identification des contraintes lineaires qui definissent toutes
les facettes du domaine realisable. Cependant, le probleme d'identification de toutes les facettes
de I'enveloppe convexe est generalement au moins aussi difficile a resoudre que le modeie en
nombres entiers lui-meme.

La philosophie generale des approches polyedrales est d'ameliorer la formulation du
probieme par I'ajout d'lV. A cette fin, nous distinguons deux approcbes : une approehe
theorique et une autre algorithmique. L'objectif principal de l'approche theorique consiste
a identifier des formulations mathematiques qui definissent des contraintes lineaires valides,
appeles des families d'lV. Ces families representent idealement des facettes ou des faces de
dimension elevee de I'enveloppe convexe du domaine realisable. Cette approehe est basee sur
une etude approfondie des proprietes polyedrales du probleme a resoudre. Apres I'identification
theorique des families d'lV vient Ie probleme de la generation de ces IV et de leur ajout au
modeie. Souvent I'ajout explicite de toutes Ies IV au modeie n'est pas effieaee, autant a cause
du temps necessaire a cette tacbe qu'en raison de la grande taille du modeie resultant. En plus,
plusieurs inegalites ne sont d'aucune utilite dans le modeie soit parce qu'elles sont dominees
par d'autres et done redondantes (I'ajout de telles inegalites ne couperait pas davantage de
points), soit parce qu'elles definissent des faces de dimension plus faible qu'une facette de
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Figure 1 : L'enveloppe convexe conv{P) et une relaxation

I'enveloppe convexe. L'approche algorithmique consiste done a resoudre une relaxation du
probleme et si la solution obtenue, x', n'est pas realisable pour le probleme original, a generer
et a ajouter au modele un sous-ensemble d'lV vioiees par Ia solution courante du probleme
relaxe. La figure 1 illustre cette situation ; ici, conv(P) represente l'enveloppe convexe des
points entiers, alors que Rp est le domaine decrit par la relaxation. La solution optimale, x*,
est coupee de l'enveloppe convexe par plusieurs IV. representees par les droites pointillees.
Parmi celles-ci. la plus forte correspond a I'inegalite qui definit une facette de l'enveloppe con-
vexe. qui est illustree par la droite pointiliee qui supporte l'enveloppe convexe conv(P). Les
IV ainsi ajoutees au modele peuvent etre utilisees soit dans le cadre d'une methode de coupes,
soit dans le cadre d'une methode de relaxation lagrangienne. Dans le premier cas, on ajoute
les IV a la formulation du probleme et on resout sa relaxation lineaire par le simplexe. Dans
le deuxieme cas, on va plutot relaxer les IV trouvees en les introduisant dans l'objectif avec
des termes de penalites. Le choix entre l'une ou I'autre des methodes depend essentiellement
du probleme a resoudre. Ainsi, l'approche lagrangienne peut etre plus appropriee dans le cas
ou le probleme relaxe admet une structure particuliere qu'il serait souhaitable de preserver.

Le probleme d'identifier. parmi une famille ou un ensemble d'lV, au moins une inegalite
qui soit vioiee par un point x', s'appelle le probleme de separation. En fait, etant donne une
solution optimale x* (non realisable) d'une relaxation du modele MIP, la resolution du probleme
de separation consiste a generer au moins une IV qui n'est pas satisfaite par A", si une telle
IV existe parmi la familie d'lV consideree. L'ajout d'lV a la formulation du probleme relaxe
sert a separer la solution courante du domaine realisaole. La difticulte majeure de l'approche
algorithmique est que le probleme de separation ne se resout en tetnps polynomial que si
le probletne de programmation lineaire. ayant comme contraintes la famille d'lV consideree,
se resout lui-metiie en temps polynomial (Nemhauser et Wolsey 1988). Pour contoumer la
difficulte du probleme de separation pour certaines families d'lV, les chercheurs utilisent des
heuristiques a la place des methodes de resolution exacte, la consequence etant qu'on peut ne
pas identifier certaines IV vioiees par le point courant.

La force des approches polyedrales vis-a-vis des probiemes difficiles reside dans le fait
qu'une famille d'lV pour une relaxation du probleme constitue une familie d'lV pour le
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probleme lui-meme. Cette propriete importante motive les etudes et les travaux sur les
proprietes poiyedrales des problemes qui ont des structures simples, mais qui constituent
des relaxations de problemes plus complexes. Bien sur. les IV etudiees ne definissent pas
necessairement des facettes ou des faces de dimensions elevees du probleme original. Dans ce
cas, la technique d'elevation sequentielle (ou "lifting", presentee en annexe), bien qu'elle soit
difficile a appiiquer, peut etre utilisee pour augmenter la dimension des faces induites par de
telles inegalites.

Afin de tirer davantage des methodes polyedrales et pour developper des algorithmes
de resolution efficaces. ces methodes sont souvent combinees avec des methodes de type
enumeratif comme le B&B. Si la generation de coupes se fait juste au niveau de la racine de
I'arbre d'enumeration alors nous parions de Talgorithme de Cut-and-Branch (ou C&B). Par
contre, si la generation des coupes se fait au niveau de chaque noeud de I'arbre alors nous
parions de I'algorithme de Branch-and-Cut (ou B&C). Cette methodologie a ete presentee
pour la premiere fois par Padberg et Rinaldi (1987). Bien que l'efficacite de cette approche
ait ete prouvee a maintes reprises (voir la bibliographic de Caprara et Fischetti 1997), ses per-
formances dependent grandement d'un eompromis judicieux entre Teffort de calcul h chaque
noeud de Tarbre d'enumeration et la taille de I'arbre.

4. REVUE DES INF.GALITES VALIDES PERTINENTES AU PCMC

Dans cette section, nous presentons trois families d'lV pertinentes au probleme de conception
de reseaux: les inegalites de couverture (ou "cover inequalities"), les inegalites de couverture
de flot (ou "flow cover inequalities") et des inegalites basees sur les coupes. Pour le lecteur
interesse, des techniques de base utilisees dans la derivation des IV (Nemhauser et Wolsey
1988) sont rappelees en annexe.

4.1 Inegalites de couverture
Les inegalites de couverture ont ete developpees pour le probleme du sac alpin qui consiste a
determiner un sous-ensemble d'objets optimal parmi un en.semble fini d'objets de telle sorte
que le poids total des objets choisis ne depasse pas une certaine capacite d. La figure 2 montre
la structure induite par ce probleme, ou le domaine realisable est donne par P ^ {v G {0 1}" •
Ej,_Nm<d}exN={],2,..,n}.

Pour la presentation de cette famille, nous allons introduire quelques definitions.

Definition 1 i
Un sous-ensemble C C N represente une couverture de P si

Definition 2
Une couverture C de P est minimale si

Uj <d,\/k£ C.

Proposition 1
(Wolsey 1975) Pour toute couverture C dc P, I'inegalite
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Figure 2 : Structure induite par le sac alpjn

est une IV de P.
La demonstration de la validite de (13) est tres simple. En effet, si yy = l,^j e C alors la

solution serait non-realisable puisqu'on depasserait la capacite du sac d. De plus, si C est une
couverture minimale telie que C = N alors i'inegalite de couverture (13), ou (IC), represente
une facette de conv(P) (Nembauser et Wolsey 1988). Mais dans le cas oii C C ^ , TIC ne
represente pas, generalement, une face de dimension elevee de conv{P). Par contre, elle peut
6tre considerablement renforcee par l'application de la technique d'elevation sequentielle (voir
section 4.1.2).

Wolsey (1989) a developpe des IV de type sac alpin pour Ie meme probleme mais avec des
contraintes additionnelles de type

2 j < h pouri e I CN.

Les contraintes additionnelles peuvent etre vues comme des contraintes budgetaires dans un
probleme de conception de reseaux.

L'utilisation de ce type d'lV, comme tout autre type, necessite la resolution de deux
probiemes majeurs: le probleme de separation et le probleme de I'elevation sequentielle.

4.1J Probleme de separation
Etant donne une solution optimale non-entiere v' d'une relaxation du probleme P, le probleme
de separation pour l'lC revient a generer une couverture minimaie C, de telle sorte que

A cette fin, introduisons les variables binaires Zj,j GN,oix Zj = \ signifie que j € C. Alors, le
probleme de separation consiste a resoudre le probleme de sac alpin en variables 0-1 suivant :

2- ^̂  min y^• M(1 — v*)z/

(SepIC) sujet h. :

Zj = 0ou 1, yj eN.

Soit Z* la valeur de l'objectif a l'optimum. Deux cas se presentent:

- si Z' < 1, alors nous avons r^ussi a generer une IC vioiee par ia solution y*;
- si Z* > 1, alors la solution y'' ne viole aucune inegaiite de couverture.
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Etant donne que le probleme (SepIC) est un probleme NP-difficile (sac alpin en variables
0-1), on utilise des heuristiques pour le resoudre. Deux consequences directes decoulent de la
resolution non exacte du probleme:

- Les couvertures generees ne donnent pas Ies ICs les plus violees par la solution courante,
ce qui affecte la qualite (facette ou non) de TIC.

- Nous pouvons manquer la generation d'une IC violee meme lorsqu'etle existe.

L'elevation sequentielle joue un role tres important dans ces cas. En premier lieu, elle
renforce I'inegalite generee en augmentant la dimension de la face par l'ajout des variables
qui ne figurent pas dans I'inegalite. En deuxieme lieu, meme si I'inegalite generee n'est pas
violee. il y a une chance qu'elle le soit apres l'elevation.

4.1.2 Elevation sequentielle
Padberg, Van Roy et Woisey (1985) ont developpe ce qu'on appelte I'inegalite de couverture
elevee (ICE) introduite dans la proposition 2.

Corollaire 1
Si C C A' est une couverture minimale de P et si le couple (C\,C2) forme une partition
quelconque de C telle que Ci ^ ^ alors

. | - l (14)

represente une facette de conv(P(C\,C2)), ou

Proposition 2
Si C C A' est une couverture minimale de P et si le couple (C\,C2) forme une partition
quelconque de C telle que C| 7̂  (|) alors il existe O; > 0,y/ 6 N\C et jj > Oyj e C2 tels que
I'inegalite

(ICE) EjeN\c m + T.j^c, yjyj + Ej^c, yj <

represente une facette de conv{P).
La demonstration de la validite de I'inegalite (15) se fait en commen9ant par I'inegalite (14)

et en appliquant la technique d'elevation sequentielle (on applique Ia Proposition 9. en annexe,
pour tout; € N\C ct la Proposition 10, en annexe, pour touty 6 C2).

L'application de la technique d'elevation sequentielle sur I'lC est une tache difficile. En effet,
nous Savons que les variables doivent etre traitees sequentiellement pour calculer les coefficients
a, et yj de I'inegalite (15). Le calcul de chaque coefficient requiert la resolution d'un probleme
de sac alpin en variables 0-1, done en totalite il faut resoudre |A'\Ci| problemes. En plus,
I'ordre dans lequel les variables sont traitees affecte enormement les valeurs des coefficients,
par consequent la qualite de la coupe. Nous savons que les variables dans N\C doivent etre
eievees avant celles dans Ci, car ces variables contribuent a la violation de la contrainte et que
les variables traitees en premier auront des coefficients d'elevation plus grands. Cependant,
nous n'avons aucune idee sur le meiileur ordre dans lequel nous devons traiter les variables de
C2 et de N\C. En effet, Gu, Nemhauser et Savelsbergh (1999) ont demontre que. etant donne
une couverture minimale, le probleme qui consiste a identifier I'ordre des variables a elever
qui donne I'lCE la plus violee (la meilleure, correspondant a celle qui s'eloigne davantage du
point courant) est un probleme NP-complet. Normalement, les variables fractionnaires doivent
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etre elevees en premier parce qu'elles contribuent a la violation de I'lV, ensuite les variables
qui sont a leur bome superieure, et a la tin celles qui sont a leur borne inferieure.

Pour elever Ies variables dans C2, nous devons resoudre un probleme de sac alpin en
variables 0-1 pour chaque coefficient d'elevation. En effet, supposons que nous sommes a
une iteration intermediaire de la procedure d'elevation, et soit L = {variables deja elevees} et
d — d — Ej€C2-i. ">• ^' ^^^^ voulons traiter la variable yj^ 6 C2, alors nous devons resoudre Ie
probleme suivant:

Y^ ,̂ - max Y,j<,c, yj + Eye
,1 sujet a :

.Vj - O o u 1. y / e

Done, Ie coefficient de la variable traitee serait ŷ^ — y^ax — 1̂ 1 + 1 — E/FtT/-
De la meme fa^on, pour elever les variables dans N\C, nous devons resoudre le probleme

de sac alpin suivant:

= max E;er, .V; +.V;
sujet a :

^ Oou I,

Dans ce cas, le coefficient de la variable vŷ  serait aj^ = |C| — I + E/ef. Jj ~ ^m<Lx-
Mentionnons qu'il n'y a pas une methode systematique pour determiner la meilleure partition

(C|, C2) de C. Les chercheurs utilisent generalement des heuristiques basees sur les informations
liees a la solution courante.

Un cas particulier important suivrait lorsque Ci = (j). Dans ce cas, seulement les variables
dans | A ' \ C | sont etevees pour donner I'inegalite de couverture elevee simple (ICES) suivante:

L'importance de ce cas particulier revient au theoreme de Balas (1975) qui donne une formule
pour determiner de fa^on approcbee tous les coefficients de I'elevation.

4.L3 Applications anterieures
Depuis les annees 70. les ICs existent dans la litterature. Elles ont ete utilisees a maintes reprises
et avec succes dans des algorithmes de Branch-and-Cut pour resoudre des programmes entiers
en variables O-I (Aardal et Weismantel 1997). Crowder, Johnson et Padberg (1983) ont ete les
premiers a utitiser ces inegalites dans des algorithmes de Cut-and-Branch pour resoudre des
programmes entiers en variables 0-1.

Motive par le succes que ces demiers ont rencontre. Van Roy et Wolsey (1987) ont utilise les
!CE, entre autres, pour creer un programme de resolution pour les modeles MIP connu sous le
nom de MFSARX. Depuis, ces inegalites ont ete incorporees dans des logiciels coinmerciaux
pour resoudt^ des modeles de MIP. notamment CPLEX (2000). Xpress-MP (1999) et MINTO
(Nembauser, Savelsbergh et Sigismondi 1994).

Bien sur, il y a eu des adaptations speciales et des applications de ces IV a des problemes
specifiques provenant d'applications reelles comme dans Aardal, Pochet et Wolsey (1995)
pour le probleme de localisation avec capaeite, ou encore dans Barnhart, Hane et Vance (2000)
pour un probleme de fiot multiproduits a variables entieres. Pour une revue complete, voir ies
bibliographies de Aardal et Weismantel (1997), Caprara et Fischetti (1997) et Balakrishnan,
Magnanti et Mirchandani (1997). Remarquons que, malgre la diversite et I'ampleur des etudes
publiees concemant l'utilisation de cette IV. cette demiere n'a jamais ete adaptee specialement
pour le PCMC.
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Figure 3 : Probleme a un seul noeud avec uniquement des arcs entrants

Une recberche exhaustive a ete faite par Gu, Nemhauser et Savelsbergh (1998) concemant
differentes fa^ons de resoudre le probleme de separation et le probleme d'elevation. Pour
resoudre le probleme de separation, ils ont utilise la programmation dynamique pour obtenir
une solution exacte, la relaxation lineaire pour dedver une solution approximative et une
heudstique basee sur un algodthme vorace pour calculer une solution realisable. La demiere
a donne la meilleure performance, que ce soit pour la qualite ou pour I'effort requis. Pour le
probleme d'eievation, ils ont essaye plusieurs sequences pour I'eievation des vadables.

Leurs contdbutions ne sont pas seulement expedmentales. Dans un autre article, Gu,
Nembauser et Savelsbergh (1999) ont pu demontrer que, etant donne une solution fraction-
naire et une couverture minimale, le probleme de detemiiner une ICES vioiee est un probleme
NP-compiet. De meme, le probleme de determiner une ICES vioiee parmi toutes les couvertures
minimales, etant donne une solution fractionnaire, est aussi un probleme NP-complet.

II reste une question importante: est-ce que la famille d'lC avec toutes ces variantes decdt
entierement I'enveloppe convexe du polytope du sac alpin? La reponse est gendralement
non. Weismantel (1997) a identihe une classe d'inegalites pour des problemes de sac alpin
particuliers. Ces inegalites representent des facettes de I'enveloppe convexe des problemes
etudies. II a prouve que ces facettes ne peuvent pas etre generees comme des ICE.

4.2 Inegalites de couverture de flot
Les IV de couverture de fiot ont ete developpees initialement par Padberg, Van Roy et Wolsey
(1985) durant I'etude des propdetes polyedrales de la structure du noeud-seul ("single-node")
que nous pouvons identifier dans des relaxations du probleme de conception de rdseaux. Soit
PsN le domaine realisable d'une telle structure (illustree a la figure 3) ou

PsN = {ye {0, iy\x e R'i : E-^; < ^^'^j < m^J e N],

Soit Rp^ le polytope de la relaxation lineaire de Ps^j., o\x

Rp,, - {>• e Ri,x G R"^ : E-^y < ^-^j- < Ujyj^yj < ' ' vy G N}.

Une couverture de flot C C A' est un sous-ensemble d'arcs tel que 5Z;ec",/
X — X]jgf "y ~ ^ I'exces de capacite de l'ensemble C. Pour tout k' G C, la capacite de
l'ensemble C\{k'} est

m i n < ^ Uj. d y = d — (u* ' — X)'^

[ J
oCt (jc)* = max(O,x).
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Figure 4 : Probleme a un seul noeud avec des arcs entrants et sortants

Alors pour tout C' C C, la capacite de l'ensemble C\C' est donnee par

Ce resultat nous amfene a introduire Vinegalite de couverture deflot ou ICF (Padberg, Van Roy
et Wolsey 1985).

Proposition 3
Si C C Â  est une couverture de flot et ^ — Eyec "v ~ ^ ^^^ I'exces de capacite, alors

(ICF) E;,c^j<^- E;.c(«; - ^ n I -yj) (m

est une IV pour Ps^.
Remarquons que la face induite par I'inegalite de couverture de fiot (16) determine un

hyperplan qui separe tout point extreme non realisable du domaine de Rp^^ (Nemhauser et
Wolsey 1988). En plus, Padberg, Van Roy et Wolsey (1985) demontrent que si maxyef «; > X
alors riCF (16) definit une facette de conv(PsN)-

De la meme fa^on. Van Roy et Wolsey (1986a) ont generalise I'lCF (16) pour une stmcture
similaire a la premiere mais ayant des arcs entrants et sortants. Cette stmcture est Illustree a la
figure 4. Soit PSNG le domaine definissant une telle stmcture:

= {ye {0, i}",x G R'l : Y,^j -J2^J^ '^^^J ^ m^J e A'I u A'.).

L'inegalite derivce pour cette stmcture est connue sous le nom d'inegalite de couverture de
fiot generalisee (ICFG) donnee par la proposition 4.

Proposition 4
Si C = (C|, C2) est une couverture de flot generalisee dans le sens od Eyec, "i ^ E j e a "; ~
d + K avec X > 0, C, C A ,̂, et C2 C N2, et si i^ C N2\C2, alors

(ICFG) E;EC, ^J + T,J^CMJ - ^rO -yj)<d-^

est une IV pour P.SNG-

Les auteurs ont demontre que dans le cas oil C2 = ^,d > 0, maXj^C\"j > ^ et Uj > X,Vj € L2.,
riCFG definit une facette de conv{Ps!^c)- Mais si Cj 7̂  <i?, I'inegalite ne represente plus une
facette, en general, et elle doit etre renforcee par l'application de la technique d'elevation
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sequentielle. Cependant, I'eievation dans ce cas est extremement difficile parce que nous devons
calculer pour chaque elevation deux coefficients pour le couple (.c,. Vj) en meme temps, ce qui
fait qu'il faut resoudre pour cbaque couple {Xj,yj) un probleme MIP.

4.2.1 Probleme de .separation
Le probleme de separation, dont le but est de generer une ICF vioiee par la solution courante
{x*,y*), est difficile a resoudre et couteux. En effet. pour trouver la couverture de fiot C —
(Ci.C?) pour laquelle I'inegalite (ICFG) est la plus vioiee, definissons Z' et Z' comme etant
les vecteurs caracteristiques de C\ et C? respectivement. Le probleme de separation de l'lCF
est le suivant:

Zj,(,p — max YljFM\ '-̂ 7 •*" ^^J ~ ^^^^' ~ yD'^^J ~ ^ ~ E/ew, "j
sujet a ;

(SepICFG) X;.,^, Ujzj - Ejew, "ĵ y =d + X,

z? - O o u I. V/" 6 Nu

zj =0ou I, VjeNj.

Dans Ie but de resoudre un tel probleme, les chercbeurs utilisent des simplifications et des
relaxations comme :

- Poser LT = A'2\C2.
- Remplacer (uj — XY par (wy — X).
- Remplacer x* par UjyJ,\/j G A'|.
- Substituer d par sa valeur en fonction de X.
- Substituer X> 0 dans la premiere contrainte.

Apres avoir pose ces conditions, le probleme de separation devient un probleme de sac alpin
en variables 0-1:

z,ep ^ max EjEw, Cy/ - 1 ))Zj + T.j^N2 yl^h
sujet a :

iSepICFG) Eye/v, Ujz; - E;E/V, "ŷ y > d,

z] — 0 ou I. Vy G A'l,

zj - O o u I, Mj G ^2-

Bien sur, le probleme de separation simpUfie demeure un probleme difficile a resoudre et
ne genere pas necessairement une bonne ICF vioiee, mais du moins, on dispose de plusieurs
algorithmes relativement efficaces pour le resoudre, que ce soit des beuristiques, des relaxations
ou des algodthmes de programmation dynamique.

4.2.2 Applications ante rie tires
Les inegalites de couverture de flot ont ete utilisees a maintes repdses dans la litterature. Van
Roy et Wolsey (1987) ont demontre 1'amelioration effective de la formulation du probleme de
conception de reseaux sans capacite suite a l'ajout des ICF.

Tout comme les inegalites de couverture, les ICF ont ete incorporees dans des logiciels
commerciaux, comme MPSARX (Van Roy et Wol.sey 1987), CPLEX (2000), Xpress-MP
(1999) et MINTO (Nemhauser, Savelsbergb et Sigismondi 1994), pour creer des algodthmes
de bran cb-and-cut efficaces pour resoudre des modeles de MiP.

Dc meme, ces IV ont ete adaptees par plusieurs chercheurs pour des problemes specifiques.
Mentionnons principaiement Aardal, Pocbet et Wolsey (1995) qui ont utilise les ICF pour
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reformuler Ie probleme de localisation avec capacite. Les auteurs ont demontre que ces IV
representent en fait des facettes de l'enveloppe convexe du PLC sous certaines conditions. De
plus, les auteurs ont derive d'autres IV en se basant sur Ie meme principe (couverture de flot).
Egalement, Magnanti, Mirchandani et Vachani (1993) se sont bases sur le meme principe pour
deriver des IV. connues sous le nom dlnegalite's de capacites residuelles, pour le probleme
d'installation sur les arcs avec un seul type de capacite. En fait, les auteurs ont travailie sur
le probleme lagrangien obtenu apres avoir relaxe les contraintes de conservation de fiot. En
plus, les auteurs ont demontre que la nouvelle formulation du probleme lagrangien, obtenue en
lui additionnant des inegalites de capacites residuelles et des inegalites derivees a partir des
contraintes de conservation de flot, decrit entierement l'enveloppe convexe du sous-probleme

Gu, Nemhauser et Savelsberg (1999a) ont developpe une methode pour resoudre le probleme
d'eievation de I'ICF moyennant la technique d'eievation sequentielle independante (voir an-
nexe). Cependant, puisque la fonction d'eievation de I'ICF n'est pas superadditive. les auteurs
ont dii passer par des simplifications et des relaxations pour trouver une fonction superadditive
qui domine la fonction d'eievation. Les auteurs ont prouve experimentalement I'ameiioration
apportee a la formulation, en general, et a la qualite de I'ICF, en particulier, par l'utilisation
de la technique d'eievation sequentielle independante.

4.3 Inegalites basees sur des coupes
Ces types d'inegalites sont derivees a partir des coupes du reseau (i.e., les arcs entre deux
sous-ensembles de sommets torment une partition) selon certains criteres, dont Ies plus utilises
sont le critere de conservation de Hot et le critere de capacite, qui doivent etre respectes pour
n'importe quelle coupe qui separe certaines origincs de leurs destinations.

4.3.1 Inegatites de reseaux
Van Roy et Wolsey (1986) ont identifie une famille d'lV, les inegalites de reseaux ("network
inequalities"), pour Ie PCMS avec un seul produit, une origine et plusieurs destinations (ou
PClS). Une generalisation de cette inegalite, "dicut inequalities", est etudiee dans Rardin et
Wolsey (1993). Nous rappelons qu'une formulation du PCMS est donnee a la section 2.1 oD
les capacites Wy sont retnplacees par J2i^N ^' ^^' represente la demande du noeud /). A' est
l'ensemble des noeuds et A est l'ensemble des arcs. L'idee principale de cette famille est basee
sur le principe de conservation de flot pour un sous-ensemble d'arcs definissant une coupe qui
separe Torigine de certaines destinations. Soit X C A' un sous-ensemble de noeuds et soient

EiX) ^{{i,j) eA:ieX,je X],

• {X,X) =iX,N\X) - {ii,j) G A : / G X,j G N\X}.

Definition 3 i

Le triplet {X,R, C) est compatible si

Arc A', RCE{X), CC(X,X).

Proposition 5
Etant donne un triplet compatible (X,R,C) (illustre a la figure 5), alors

(ij)ec uj)eE{x)\R

est une IV pour le PClS, oCi a^ est egal a la totalite de la demande pouvant §tre satisfaite k
partir de j , en utilisant seulement les arcs de R.
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Figure 5 : La coupe (X, X)

( X , X )

La demonstration de la validite de (17) est basee stir le fait que tout flot circulant sur les
arcs de C doit etre

a) un flot qui circule sur les arcs de R et qui satisfait une certainedemande dj,i £ X, ou
b) un flot qui circule sur les arcs de E(X)\R, ou
c) un Hot qui circule sur les arcs de {X^X).

Van Roy et Wolsey (1986) demontrent que I'inegalite (17) represente une facette pour certains
cas particuliers du PClS (le probleme de "lot-sizing").

Mentionnons simplement que le probleme d'elevation de cette inegalite n'a jamais ete etudie,
ni dans Van Roy et Wolsey (1986), ni dans aucun autre travail publie.

Probleme de separation
Afin de generer une inegalite de reseaux violee, etant donne une solution (.*:*,>'*) d'une
relaxation du probleme qui n'est pas realisable pour le PCMS (_>* n'est pas entier), il faut
determiner un triplet compatible, le meilleur si possible, (X,R, C) tel que

E EE •
(iJjeE{.x)\R

Pour pouvoir resoudre le probleme de separation. Van Roy et Wolsey (1986) proposent deux
problemes modifies, plus simples que le probleme de separation original. Le premier consiste
a choisir l'ensemble C etant donne que X et R sont fixes, alors que le deuxieme consiste a
choisir le meilleur ensemble X etant donne que C est fixe. Dans le deuxieme probleme, Ies
auteurs supposent que R = E(,X).

Applications anterieures
Tout comme les IC et les ICF, Ies inegalites de reseaux ont ete implantees par Van Roy
et Wolsey (1987) dans un systeme de resolution pour les MIP (MPSARX). Les resultats
experimentaux ont demontre l'efficacite de ces inegalites pour des PCI S. Toutefois, I'utilisation
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de ces IV a ete limitee a des problemes specifiques comme Ie "lot-sizing" (Barany, Van Roy
et Wolsey 1984a. 1984b).

Van Roy et Wolsey (1986) ont donne une adaptation de l'inegalite de reseaux pour traiter
des problemes ayant des capacites sur ies arcs de {EiX)\RU(X,X)). Cependant, il n'y a pas
eu d'etudes publiees sur la possibilite d'etendre l'inegalite pour le PCMC.

4.3.2 Inegatites de coupes
Dans une etude des proprietes polyedrales pour le probleme d'instailation sur les arcs a une
origine-destination, Magnanti, Mirchandani et Vacbani (1995) ont adapte les inegalites de
coupes connues qui sont basees sur le critere du theoreme celebre de flot maximal-coupe
minimale. L'idee de base est la suivante: etant donne une certaine installation de capacites
sur Ies arcs, le probleme admet une solution realisable si et seulement si la capacite de
chaque coupe separant l'origine de la destination est plus grande que la demande. Ainsi,
soit {S,S) = {(i,j) eA:ieSCN,jeS = N\S} une coupe et soient

', la demande a travers la coupe iS,Sy,
nombre total d'elements de capacite / installes sur Ies arcs de la coupe

Proposition 6
L'inegalite

est valide pour le PIA a un type de capacite (PIAl), ou C est la capacite de l'unique type
disponible a installer. En plus, lTV (18) definit une facette du PIAI dans le cas ou D^5 )̂ > 0.

Proposition 7
L'inegalite

est valide pour le PIA k deux types de capacite (PIA2), ou

1 est la capacite du premier type,
C est la capacite du deuxieme type.

Pour demontrer ia validite de l'inegalite, partons du fait que la capacite de la coupe (5,5)
est plus grande que la demande

Le resultat suit en multipliant (19) par ^ et en utilisant le fait que K̂ ^̂ ^ >

Proposition 8
L'inegalite

est valide pour le PIA a trois types de capacite (PIA3), oCi

1 est la capacite du premier type,
C est la capacite du deuxieme type,
XC est la capacite du troisieme type.
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La demonstration de la validite de I'inegalite est pareilie a celle de la proposition 7. Les auteurs
generalisent cette inegalite pour le PIA a plusieurs origines-destinations.

Probleme de separation
Le probleme de separation pour une inegalite de coupes quelconque consiste a trouver une
coupe, la meilleure si possible, {S,S) pour laquelle cette inegalite soit violee. Cependant,
trouver une teile coupe, meme pour un probleme de PIA avec une seule origine et une seule
destination, est une tache difficile (probleme de flot maximal, voir Mirchandani 1989). En
general, afin de generer de bonnes coupes qui engendrent des inegalites de coupes violees, les
chercheurs utiiisent des heuristiques qui se sont revelees efficaces (Atamturk 2000).

Applications anterieures
L'existence des inegalites de coupes remonte loin dans la litterature. Cependant, Magnanti et
Mirchandani (1993) et Magnanti. Mirchandani et Vachani (1993, 1995) ont ete les premiers a
utiliser ces inegalites pour traiter les PIA a un ou deux types de capacites. La generalisation
de cette inegalite pour des PIA plus generaux (multiproduits et plusieurs types de capacites
sans aucune restriction) est due a Atamiirk (2000). L'auteur a developpe des heuristiques pour
resoudre les problemes de separation pour chaque inegjilite etudiee.

Magnanti et Mirchandani (1993) developpent deux autres families d'lV basees sur le meme
principe en utilisant des techniques d'elevation sequentielle. Les auteurs demontrent que les
deux families d'lV identifiees definissent des facettes de conv(PIA?i) sous certaines conditions.

Les inegalites de coupes avec la technique de Chvatal-Gomory (voir annexe) ont ete utilisees
par Magnanti, Mirchandani et Vachani (1993) pour decrire entierement l'enveloppe convexe
du PIA a trois noeuds, un type de capacite et plusieurs produits.

Magnanti, Mirchandani et Vachani (1995) ont resolu le PIA2 en lui ajoutant des inegalites
de coupes, des inegalites de capacite residuelle et des inegalites redondantes liees a la de-
mande. Les resultats numeriques ont montre une amelioration considerable dans I'ecart entre
la formulation MIP et la relaxation iineaire.

L'efficacite de ces IV a ameliorer les formulations des problemes a ete prouvee non seulement
pour des cas specifiques traitant des situations reelles comme dans Bamhart, Jin et Vance
(2000), mais surtout lorsqu'incorporees dans des algorithmes de branch-an d-cut pour resoudre
des PIA; voir notamment Ies travaux de Barahona (1996), Bienstock et GUnluk (1996), et
Giinllik (1999). Les travaux de Gabrel, Knippel et Minoux (1999) et de Bientstock et al.
(1998) explorent egalement des strategies algorithmiques basees sur des generalisations des
inegalites de coupes.

5. RESULTATS EXPERIMENTAUX

Comme nous t'avons mentionne precedenunent, toutes les inegalites presentees dans la sec-
tion precedente ont ete utilisees a maintes reprises dans des algorithmes de B&C. Elles ont
notamment etc incorporees dans des logiciels commerciaux sophistiques comme par exemple
CPLEX (2000), Xpress-MP (1999), MINTO (Nemhauser. Savelsbergh et Sigismondi 1994), et
MPSARX (Van Roy and Wolsey 1987). Ces logicieis representent actuellement les meilleurs
outils generaux de resolution connus pour resoudre des modeles MIP.

Bien que le PCMC n'ait fait I'objet d'aucune etude polyedrale, nous savons qu'il contient
des structures particulieres cachees dans ses differentes relaxations, comme la structure du sac
alpin et la structure de "single-node" etudiee par Van Roy ct Woisey (1986a). En effet. la
presence de la structure de "single-node" est evidente dans la formulation du PCMC presentee
a la section 2.1. Pour montrer que cette formulation contient des structures du sac alpin, il suffit
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de combiner les contraintes (2) et (3) et de complementer ensuite les variables binaires y, soit
remplacer Vy par (1 — _v,y). Par consequent, les inegalites de couverture et de couverture de flot
sont des IV pour le PCMC. Etant donne que ces inegalites, entre autres, ont ete ineorporees
dans le logiciel CPLEX, nous avons decide de tester la methode de B&C de CPLEX, version
7.0, sur un large ensemble d'instances du PCMC ayant differentes caracteristiques. Rappelons
que la fonnulation forte du PCMC s'est revelee meilleure que la faible (Gendron, Crainic et
Frangioni 1998). Malgre ce fait, nous avons decide de tester l'algorithme de B&C de CPLEX
sur les deux formulations et de comparer le nombre d'lV generees et I'amelioration apportee
dans les deux cas. Nous vouions ainsi verifier ou inHrmer I'hypothese selon laquelle CPLEX
puisse generer davantage d'lV violees sur la formulation faible du probleme, ce qui pourrait
permettre d'ameliorer la qualite de la solution obtenue, dans le cas oij cette demiere n'est
pas optimale. Ainsi, nous avons execute la methode de B&C de CPLEX sur les formulations
faible et forte de 124 problemes tests en utilisant un ordinateur Entreprise 10000 (64 Go de
Ram, 400MHz). Ces problemes sont obtenus avec le generateur de reseau decrit dans Crainic,
Frangioni et Gendron (2001) et sont caracterises par un triplet {N,A,P) qui represente le
nombre de noeuds, d'arcs et de produits respectivement. Chaque instance {N,A,P) contient \A
variables binaires et \A\ x \P\ variables continues. La richesse de ces problemes tests reside dans
le fait que pour chaque triplet, nous disposons de plusieurs instances obtenues en modifiant
les niveaux de capacites par rapport a la demande, et de couts fixes par rapport aux couts
de transport. Ainsi, pour une meme dimension de probleme, nous obtenons des instances de
niveaux de difficulte differents, dont les moins difficiles correspondent a des problemes avec
des couts fixes modestes et des capacites larges, et les plus difficiles correspondent a des
problemes avec des couts fixes eleves et des capacites tres contraignantes.

Dans nos experimentations sur le B&C de CPLEX, nous avons active plusieurs categories
d'lV disponibles et nous avons impose une limite de temps CPU de dix heures, dans le but de
trouver soit une solution optimale du probleme, soit une solution realisable (done une bome
superieure sur la valeur optimale) de meilleure qualite.

Afin de donner un bref aper^u des resultats obtenus, nous presentons dans le tableau 1
quelques resultats obtenus sur les formulations faible et forte de 10 problemes, partieulierement
difficiles, car ils presentent des couts fixes eleves relativement aux couts de transport et des
capacites tres contraignantes. Dans la colonne COUPES, a part les inegalites de couverture (ic) et
de couverture de flot (ICF), nous avons egalement genere des inegalites "general upper bound"
(GUB), qui representent une adaptation de l'lC. generalement plus serree que cette demiere.
Les chiffres dans cette colonne representent le nombre de coupes generees pour les trois types
d'inegalites durant l'execution de l'algorithme. La colonne SOL montre la valeur, soit de la
soluUon optimale (marquee par une etoile), soit de la meilleure solution realisable trouvee par
l'algorithme. Le caractere "-" signifie qu'aucune solution realisable n'a pu etre identifiee meme
apres dix heures. Le temps d'execution de Talgodthme est donne entre parentheses sous la
solution. La valeur (T) pour le temps d'execution signifie que I'aJgorithme s'est arrete parce
qu'il a atteint la limite de temps (soit dix beures) et que la solution rapportee est une solution
realisable. Le nombre de noeuds explores est donne dans les colonnes NB-N.

Les resultats niontrent clairement que la solution obtenue sur ia fomiulation forte est
meilleure que celie sur la formulation faible (a part pour P5) et ce malgre que Ie nombre
de coupes generees sur la formulation faible soit nettement superieur a celui sur la forte. Pour
le B&C sur la formulation forte nous remarquons que le nombre de coupes generees diminue
avec l'augmentation du nombre de produits. Pour des problemes de grande taille (P5 a PIO),
CPLEX n'a pu resoudre a l'optimum aucune instance, ni meme trouver une solution realisable
pour certains problemes, meme apres dix heures de temps de calcui. On remarque egalement
que pour les problemes a 400 produits, CPLEX a utilise tout le temps alloue pour traiter Ia
racine de l'arbre d'enumeration. En effet, sur la formulation faible de P9 et PIO, CPLEX a pris
256.6 see et 317.6 see respectivement pour resoudre la relaxation Hneaire. Le reste du temps
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PI

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

PIO

N-A-P

25-100-10

25-100-30

20-230-40

20-300-40

20-230-200

20-300-200

100-400-10

30-700-100

30-520^00

30-700-400

Tableau 1 ; Resultats d'instances

B&C Formulation Faible

SOL

49899*
(.37.3)

85530*
(707.6)

643036*
(7226.7)
604196*

(766.7)
13691!

(T)
109584

(T)
66680

(T)
57667

(T)

(T)
-

(T)

NB-N

501

4424

13704

576

66

41

2006

96

0

0

COUPES
(QUB, IC, ICF)

(4.7, 172)

(2, 11,294)

(0,5,1276)

(0, 7, 1053)

(0,8, 1627)

(0,0, 1508)

(3, 14, 1069)

(0,3,817)

(0.0. 1389)

(0, 0, 1547)

difficiles

B&C Formulation Forte

SOL

49899*
(40.6)

85530*
(534.2)

643036*
(671.8)

604196*
(59.9)

137271
(T)

108252
(T)

66364
(T)

55082
(T)

(T)
-

(T)

NB-N

419

1350

1618

92

il

10

1253

118

0

0

COUPES
(GUB, !C, ICF)

(2,3, 116)

(1.2,75)

(0,0,116)

(0,0,51)

(0, 0, 0)

(0. 0, 0)

(2,6,610)

(0, 0. 5)

(0, 0, 0)

(0, 0. 0)

Tableau

OPT

2 : Comparaison

NoN-M^

du

s.

B&B et du

[AL

B&C

NON-R6AL

BBFFA
BBFFO
BCFFA

BCFFO

24
54
41
56

39 57
62
11
62

4
8
6

C
T

.

alloue etait pris a la fois pour la generation des coupes et pour l'application des heuristiques
afin de trouver une solution realisable.

Afin de mieux qualifier la performance du B&C de CPLEX, nous allons comparer ses
resultats avec ceux obtenus par le B&B de CPLEX sur les memes problemes tests et en
imposant la meme limite de temps de calcul. Le tableau 2 rapporte un sommaire des resultats
sur les 124 problemes tests. Les lignes BBFFA, BBITO, BCFFA et BCFFO correspondent aux resultats
du B&B simple sur les formulations faible et forte et du B&C sur Ies formulations faible et
forte respectivement. La colonne OPT donne le nombre de problemes resolus a I'optimalite.
La colonne SoL-RfLAi. donne le nombre de problemes pour lesquels I'algorithme a trouve une
solution realisable et est arrete a cause de la limite de temps. Le nombre de problemes oii
I'algorithme n'a pu identifier une solution realisable est donne dans la colonne NON-REAL. La
coionne NON-MKM donne le nombre de problemes ou I'algorithme est an'ete parce que CPLEX
n'a plus de memoire disponible.

Les resultats montrent clairement la superiorite de la formulation forte sur la faible que ce
soit avec le B&B ou avec le B&C. Remarquons que CPLEX s'est trouve a court de memoire
uniquement pour le B&B sur la formulation faible. Pour ces problemes, plusieurs millions de
noeuds ont ete explores. Nous constatons la superiorite du B&C sur le B&B, qui est montree
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Tableau

BBFFA

3

3 : Distribution

BBFFO

7

des solutions

BCFFA

4

reealisables

BCFFO

48

clairement sur la formulation faible. Par eontre, cette superiorite n'est pas aussi evidente pour
la formulation forte. Le tableau 3 montre la distribution des meilleures solutions realisables
trouvecs par les quatre algorithmes pour les 62 problemes qui n'ont pu etre resolus a l'optimalite
par Bci'Fo. Le tableau 3 montre que ia meilleure solution de 48 problemes sur 62 a ete trouvee
par le B&C sur la formulation forte.

Suite a ces resultats, nous pouvons degager queiques conclusions importantes:

1 Les implantations generales des IV dans CPLEX apportent une certaine amelioration; toute-
fois. elles nc sont pas suffisantes pour resoudre des instances de grande taille en des temps
raison nab Ies.

2 CPLEX generc rarement des IC sur la formulation forte et tres peu sur la formulation faible
comparativement aux ICF. Serait-ce parce que les .structures de sac alpin sont cachees dans
ces formulations? Dans ce cas, une adaptation specifique de I'lC au PCMC semhle indiquec.

3 La formulation forte est superieure a la formulation faible; cependant, le probleme devient
plus lourd a resoudre. Serait-i! plus avantageux de traiter les inegalites fortes dans le cadre
d'une methode de coupes, au lieu d'inclure l'ensemble de ces inegalites a priori dans la
formulation?

6. CONCLUSION

Dans cet article, notre objectif principal etait de presenter une revue de litterature sur les IV
pertinentes au probleme de conception de reseaux muitiproduits avec cout fixe et capacite, ou
PCMC. Dans un premier tetnps, nous avons presente une formulation du PCMC. ainsi que
les methodes utilisees pour le resoudre. Par la suite, nous avons presente trois grandes classes
d'lV pertinentes au PCMC, et qui ont ete largement etudiees pour des problemes apparentes
au PCMC.

A la lumiere des resultats experimentaux, nous avons montre que les implantations generales
des IV dans un logiciel commercial sophistique (CPLEX) ne sont pas suffisantes pour atneliorer
significativement la qualite des solutions obtenues, surtout pour les instances de grande taille.
Cependant. ces resultats confirment l'efficacite des approches polyedrales a ameiiorer la formu-
lation du PCMC. Rappelons que. puisque les problemes de sepaiation et d'eievation doivent etre
resolus par des heuristiques, une comprehension profonde du probleme a resoudre, ainsi que
des adaptations particulieres des inegalites utilisees. s'averent essentielles afin de developper
des methodes efficaces. Dans ce contexte, une etude approfondie des proprietes polyedrales du
PCMC paiait necessaire.
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ANNEXE : TECHNIQUES DE BASE POUR LA DERIVATION D'lV

A Porigine. le.s etudes des proprieles polyedrales ont poiie sur des problemes de programmation en
nombres entiers seulement; definissons les ensembles P = {.v G 2'1 : Ay < b} et R,> = {y G R'l : Ay < h}
(la relaxation continue de P).
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Technique de combinaison lineaire
L idee de base esl simple. Si un ensemble de contraintes est valide pour Rp, alors toute combinaison
lineaire non negative de ces contraintes est valide pour Rp. Comme Ay < h est valide pour Rp alors

uAy < ub, (20)

est encore valide pour Rp pour tout M > 0. Comme P C Rp les inegalites (20) sont valides pour P.
Cette technique n'est pas suffisante pour generer des inegalites qui soient vaiides pour P mais non

pour Rp. Pour ce faire, il faut utiliser la propriete d'integralite de P.

Technique d'arrondissement
Cette teehnique est basee sur un principe trhs simple; si a < h GI a est entier alors a < [b\, ou [b\ est
le plus grand entier plus pelit que b.

En utilisant les teehniques que nous venons de presenter, nous pouvon.s faeilement comprendre et
demontrcr la validite des coupes de Gomory (1958) bien connues en programmation en nombres entiers.
Ces coupes sont con^ucs pour des problemes ayani des domaines realisables bomes ainsi que des
coefficients entiers dans A et b. La eoupe de Gomory est defirtie sur le modele standard obtenu de
l'original en introduisant les variables d'ecarts {yn+\^yn+2-.- • • ,yn+m)- Done, soit P" = {v £ Z"*'" :
iA,I)y = b} la formulation standard duprobleme. Soit X = {Xi,'k:}_.- • • ,X,,,} un vecteur de poids. On
sail que X(A,l)y = Xb est valide pour P'\ alors la coupe de Gomory definie par;

est valide pour /"', ou Xaj = Uj, ^j ^ N elXb = b. '
Chvata] (1973). apres avoir developpe la technique d'airondissement, a generalise Ia coupe de Gomory

pour traiter les cas ou les coefficients de A et 6 sont des nombres reels. L'inegalite obtenue est connue
sous le nom d'inegalite de Chvatal-Gomory. Elle est definie par:

Schrijver (1980) a generalise Tinegalite de Chvatal-Gomory pour traiter les cas ou les coefficients de A
et b sont des nombres rationnels et le domaine realisable n'est pas necessairement bome.

Technique d^elevation sequentielle (ou "lifting")
Cette teehnique permet d'augmenler la dimension d'une face (IV) de P en essayant d'impliquer dans
I'inegalite toutes les variables possibles. L'idee de Televation sequentielle est introduite initialement
par Gomory (1969) et etudiee experimentalement par Padberg (1973). Ensuite, plusieurs chercheurs oat
generalise cette approche: Wolsey (1976). Zemel (1978) et Balas el Zemel (1984). Bien que cette approche
soit tres importante et indispensable pour la qualite de certaines IV connues, elle est tres couteuse et meme
dans certains cas, tres compliquee a meltre en oeuvre. En effet, rimpHeation des variables qui ne tigurent
pas dans I'lV se fait d'une fa^on iterative. Les variables sont traitees sequentiellement dans un certain
ordre. Nous presentons dans les propositions 9 et 10 deux approches differentes d'elevation tirees de
Nemhauser et Wolsey (1988) pour calculer les coefficients d'elevation nommes ai et Yi-

Proposition 9
S o i t / ' c f O . l}"ctpS = Pn{} ' e{O, l}" :> ' | = 5 } pour 5 e {0,l} et soit

une IV de P", alors:

- si f' = (f», alors V| < 0 est une IV pour P;
- si P' ŷ  0, posons C, = max{^"^j iijyj : y G / " } , et alors
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est une IV pour P. pour tout a; < iXo — ̂ .

En plus, si O] = 710 — ^ et {y e /* : S i U '^jyj ~ ^i'} ^̂ ^ ""^ '^'^^ ^^ dimension k de conv{P^) aiors

{.V e /* : a ty i + X)j"=2 ,̂/̂ ;' ~ '^) ^^^ ""^ ^^'^ "̂ ^ dimension {k+ 1) de awv(P) .

Proposition 10
Soit P C {0. l } " e t / ' S = P n { > G {0,1}" :vi = 5 } pour 5 G {0,1} et soit

<

une IV dc P\ alors:

- .si P" = (1), alors j i > 1 est une IV pour P;
- si P" ^ (]). posons C, = max{^"^2 7C/;vy : y e P"}, et alors

J=2

est une IV pour P. pour lout yi > ^ — 7Co.
En plus, si yi = ^ — TIO et {3̂  G P ; Yl"=2^jyj ~ ^J" ^^^ ^^^ ^^'^^ ^^ dimension k de conv(P^) alors

{.V G P ; Yi>'i + Yl"=2 ^jyj = TCo + Yl} est une face de dimension (JI: + 1) dc conv{P).
La difficulte majeure de cette approche est que le calcul de chaque coefficient d'elevation requiert

la resolution d'un probleme d'optimisation different, enlier ou MIP dependemment de I'lV. Ce dernier
correspond au probleme dc maximisation pour calcuier la valeur ^, Dans la plupart des cas, ces problemes
sont exlrcmcmenl difficiles a resoudre, ce qui nous oblige a utiliser des heuristiques cl des methodes
de relaxation. En plus, l'ordre dans lequel les variables .sont iraitees affecte enormement la qualite de
la coupe obtenue. En effet. les variables traitees en premier auront des coefficients d'elevalion plus
grands, Ainsi, differents ordres donnenl differentes inegalites, et 11 n'y a pas une methode systematique
simple permettant d'obtenir le meilleur ordre a considerer d"ou l'utilisation des heuristiques. Un moyen
d'alleger Teffort demande pour accomplir I'eldvation serait d'utiliser la technique d'eievation sequentielle
independante (Wolsey 1977). Cette demiere est basee sur le principe suivant: si la fonclion d'Elevation,
/ . esl superadditivc (/" bomee sur Y eifiy[)+f{y2) <f{y\ +y2)-Vyi.V2,yi +y2 £ Y) alors I'eievation peut
se faire en resoivant un seul probieme d'optimisation pour calculer lous les coefficients de I'eievation
(la fonclion d'elevalion elani la fonclion objective dans le probleme de maximisation pour calculer les
coefficients d'elevation). Bien que cette theorie soit inleressante. le probleme est que la ptuparl des
fonctions d'elevation rencontrees en pratique n'ont pas la propriete de superadditivile. Pour contoumer
cet obstacle, plusieurs auleurs ulilisent des fonctions siiperadditives qui dominent la fonction d'elevation;
ainsi il est possible de calculer des coefficients d'elevalion. plus ou moins exacts, sans irop d'effort.
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